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本日の内容

1. 単回帰モデル

2. gretlでの単回帰分析
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単回帰
大きさ nの 2変量データ
((y1, x1), (y2, x2), · · · , (yn, xn))を用いて，線形回帰モ
デル（linear regression model）

yi = β0 + β1xi + ui,

E(ui | xi) = 0,
E(uiu j | xi) = 0 (i ̸= j),

V(ui | xi) = σ2,

i = 1, 2, · · · , n
を推定することを考える．
これを推定すれば，2つの変数間の関係（xi が増加
すると yi はどの程度変化する傾向があるか？）を
定量的に検証できる．
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▶ yi：被説明変数（explained variable）
▶ e.g.,中古マンションの価格
▶ 従属変数（dependent variable）ともいう．

▶ xi：説明変数（explanatory variable）
▶ e.g.,中古マンションから最寄り駅までの所要時間
▶ 独立変数（independent variable）ともいう．

▶ β0, β1：回帰係数（regression coefficient）
▶ 特に，β0は定数項（constant term）．

▶ ui：誤差項（error term）
▶ 撹乱項（disturbance term）ともいう．

説明変数 xi は確率的（stochastic）とする．
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▶ 定数項以外の説明変数が 1つである回帰モデ
ルを単回帰モデル（simple regression model）
という．

E(ui | xi) = 0の仮定より，

E(yi | xi) = β0 + β1xi .

⇒これは xi が与えられたときの yi の条件付き期待
値（conditional mean）．
▶ E(yi | xi)を求めることを，yi を xi に回帰する
（regress）という．

⇓
β0と β1を求める（推定する）には？
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モデルを
yi = β̂0 + β̂1xi + ei

と書き換え，

n∑
i=1

e2
i =

n∑
i=1

(yi − β̂0 − β̂1xi)2

が最小になるような β̂0と β̂1を求める．
▶ ei：残差（residual）

▶ 誤差項 ui とは別物．

▶ 残差二乗和
n∑
i

e2
i が最小になるように回帰係

数を求める方法を通常の最小二乗法（Ordinary
Least Squares, OLS）という．
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▶ OLSによって推定される統計量を OLS推定量
（OLS estimator）といい，その実現値を OLS推
定値（OLS estimate）という．

この場合の OLS推定量は，

β̂0 = ȳ − β̂1 x̄,

β̂1 =
∑n

i=1 (xi − x̄) (yi − ȳ)∑n
i=1 (xi − x̄)2

.

▶ ȳ =
1
n

n∑
i=1

yi .

▶ x̄ =
1
n

n∑
i=1

xi .
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「（定数項を含む）単回帰モデル」の
OLS推定量の導出

残差二乗和最小化問題は，

min
(β̂0,β̂1)∈R2

n∑
i=1

(yi − β̂0 − β̂1xi)2.

1階条件は，
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∂
∑n

i=1(yi − β̂0 − β̂1xi)2

∂ β̂0
= 0

⇔
n∑

i=1
2(yi − β̂0 − β̂1xi) · (−1) = 0

⇔
n∑

i=1
(yi − β̂0 − β̂1xi) = 0, (1)

∂
∑n

i=1(yi − β̂0 − β̂1xi)2

∂ β̂1
= 0

⇔
n∑

i=1
2(yi − β̂0 − β̂1xi) · (−xi) = 0

⇔
n∑

i=1
xi(yi − β̂0 − β̂1xi) = 0. (2)
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(1)より，

n∑
i=1

(yi − β̂0 − β̂1xi) = 0 ⇔
n∑

i=1
yi −

n∑
i=1
β̂0 −

n∑
i=1
β̂1xi = 0

⇔
n∑

i=1
yi − nβ̂0 − β̂1

n∑
i=1

xi = 0

⇔
n∑

i=1
yi − β̂1

n∑
i=1

xi = nβ̂0

⇔ β̂0 =
1
n

n∑
i=1

yi − β̂1 ·
1
n

n∑
i=1

xi .
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ȳ =
1
n

n∑
i=1

yi, x̄ =
1
n

n∑
i=1

xi

とすると，β̂0は，

β̂0 = ȳ − β̂1 x̄. (1’)
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(2)と (1)より，
n∑

i=1
xi(yi − β̂0 − β̂1xi) = 0

⇔
n∑

i=1
xi(yi − β̂0 − β̂1xi) − x̄

n∑
i=1

(yi − β̂0 − β̂1xi)︸                  ︷︷                  ︸
(1) より，0 となる

= 0

⇔
n∑

i=1
xi(yi − β̂0 − β̂1xi) −

n∑
i=1

x̄(yi − β̂0 − β̂1xi) = 0

⇔
n∑

i=1

{
xi(yi − β̂0 − β̂1xi) − x̄(yi − β̂0 − β̂1xi)

}
= 0

⇔
n∑

i=1
(xi − x̄)(yi − β̂0 − β̂1xi) = 0.
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(1’)を代入すると，

n∑
i=1

(xi − x̄)(yi − β̂0 − β̂1xi) = 0

⇔
n∑

i=1
(xi − x̄)

{
yi − (ȳ − β̂1 x̄) − β̂1xi

}
= 0

⇔
n∑

i=1
(xi − x̄)(yi − ȳ + β̂1 x̄ − β̂1xi) = 0

⇔
n∑

i=1
(xi − x̄)

{
yi − ȳ − β̂1(xi − x̄)

}
= 0
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⇔
n∑

i=1

{
(xi − x̄)(yi − ȳ) − (xi − x̄)β̂1(xi − x̄)

}
= 0

⇔
n∑

i=1
(xi − x̄)(yi − ȳ) −

n∑
i=1

(xi − x̄)β̂1(xi − x̄) = 0

⇔
n∑

i=1
(xi − x̄)(yi − ȳ) − β̂1

n∑
i=1

(xi − x̄)2 = 0

⇔
n∑

i=1
(xi − x̄)(yi − ȳ) = β̂1

n∑
i=1

(xi − x̄)2

⇔β̂1 =
∑n

i=1(xi − x̄)(yi − ȳ)∑n
i=1(xi − x̄)2 .
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OLS推定における仮定（単回帰の場合）
▶ 説明変数を所与として，誤差項の期待値は
ゼロ．

▶ E(ui | xi) = 0.
⇒説明変数と誤差項は無相関．

▶ 説明変数を所与として，誤差項の分散は一
定で，異なる個体の誤差項同士は無相関．

▶ V(ui | xi) = σ2.
▶ E(uiu j | xi) = 0 (i ̸= j).

▶ 説明変数を所与として，誤差項は正規分布に
従う．

▶ ui | xi ∼ N
(
0, σ2) .
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gretlでの単回帰分析
いま整理・加工・分析している中古マンションの
データセットを用いて，
「駅へのアクセスのよさがマンション価値に与える
影響」を分析するためのモデル

pricei = β0 + β1minutesi + ui

▶ pricei :中古マンション価格（万円）
▶ minutesi :最寄り駅までの所要時間（分）
▶ i :中古マンション番号

を推定する．
å「中古マンション価格」を「最寄り駅までの所要
時間」に回帰する．
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実習 1

1. gretlを起動．
2. 「ファイル」→「データを開く」→「ユー
ザー・ファイル」と操作．

3. setagayaapartment.gdtを選択し，「開く」をク
リック．
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4. gretlのメニューバーから「モデル」→「通常の
最小二乗法」と操作．

5. 出てきたウィンドウ左側の変数リストにある
price_10thをクリックし，3つの矢印のうち上
の青い右向き矢印をクリック．

▶ 推定式の左辺の変数（被説明変数，従属変数）が
price_10th（万円単位の中古マンション価格）と
なる．

6. ウィンドウ左側の変数リストにあるminutesを
クリックし，3つの矢印のうち真ん中の緑の右
向き矢印をクリック．

▶ 推定式の右辺の変数（説明変数，独立変数）が
minutes（最寄り駅までの所要時間）となる．

▶ 最初から説明変数リストに入っている constは推
定式の切片（定数項）のこと．

7. 「OK」をクリックすると，結果が新しいウィ
ンドウに表示される．
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このような画面が表示されれば成功．まだ作業があ
るので，「gretl: モデル」のウィンドウはまだ閉じ
ない！
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出力結果の見方

▶ 係数: 回帰係数推定値

▶ 標準誤差: 回帰係数の標準誤差
▶ 次回の授業で説明

▶ t値: 「回帰係数が 0」という帰無仮説の両側 t
検定における検定統計量の実現値（t値）

▶ 次回の授業で説明

▶ p値: 両側 p値
▶ 次回の授業で説明

▶ R-squared: 決定係数
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決定係数
決定係数（R-squared）は，

R2 =
∑n

i=1 (ŷi − ȳ)2∑n
i=1 (yi − ȳ)2

= 1 −
∑n

i=1 e2
i∑n

i=1 (yi − ȳ)2
.

▶ 定数項ありの単回帰の場合，ŷi = β̂0 + β̂1xi .

▶ 意味モデルの当てはまりの良さ（説明変数で，
被説明変数のバラつきのうち，どの程度の割合
を説明できているか）

▶ 0 ≤ R2 ≤ 1.
▶ R2 = 0 :全く説明できていない．
▶ R2 = 1 :完全に説明できている．

⇒ R2 = 0や R2 = 1になることは，実際の実証
分析ではまず起こり得ない．
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モデル推定結果
▶ 最寄り駅所要時間の係数

▶ 74.5608（符号は正）
å最寄り駅までの所要時間が 1分長くなると，マ
ンションの市場価値が 74.5608万円（745,608円）
高くなる（？）
å直感に反する．

▶ 定数項
▶ 3092.68

▶ 決定係数
▶ R2 = 0.035207.

å「最寄り駅までの所要時間」の違いで，「価格」
のバラつきが約 3.5%のみ説明できる．
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実習 2

1. 表示された「gretl: モデル 1」のウィンドウの
メニューバーから「ファイル」→「名前を付け
て保存」と操作。

2. 「標準テキスト」を選び，「OK」をクリック。
3. results20201106.txtという名前で

2020microdatagフォルダに保存．すると，表
示された推定結果をそのままテキストファイ
ルで保存できる．
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直感に反する分析結果

▶ 直感 駅に近いマンションほど価格が高く，駅
から遠いマンションほど価格が安い．

↕

▶ 分析結果 駅に近いマンションほど価格が安
く，駅から遠いマンションほど価格が高い．
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▶ 駅から遠い場所ほど面積の広い物件が多い．
▶ 面積の広い物件ほど価格が高い．

⇒単に「価格」を「最寄り駅までの所要時間」に回
帰すると，部屋の広さによる価格上昇効果が拾わ
れる．

⇓
正の係数が検出された．

▶ より厳密に「駅へのアクセスのよさがマンショ
ン価値に与える影響」を分析するには，マン
ションの面積などをコントロールする必要が
ある（後の授業で説明）．

本日の作業はここまで．
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